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[摘  要] 本文介绍了多面函数的基本数学模型,核函数及平滑因子,通过实际试算得出倒双曲函数的有利性。利用厦门岛内外一

等水准观测资料(2000年～2016年),分别平差后得出历年的监测点高程成果。然后根据水准重复观测点的垂直运动速率拟合出厦

门区域的垂直运动速率面,说明多面函数在区域地面垂直运动分析中的应用,最后指出在应用过程中需注意的问题及实用价值。 
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引言 

地壳运动一般可分为地壳水平运动和地壳垂直运动,正

确地定量描述地壳垂直运动是地壳垂直运动研究的基本任

务之一。对研究现代地壳垂直运动而言,到目前为止, 精确

可靠的方法仍是利用重复高精度水准测量资料进行动态平

差,以获得各水准重合点的垂直运动速率[1]。要研究整个地

区的连续趋势变化,就需要建立起整个地区的连续变形曲面

(速率面),则观测点就是这个连续曲面上的采样点[2][3]。即根

据各单个水准重复观测点的垂直运动速率,应用 小二乘原

理 佳地确定曲面函数模型的参数,拟合出整个地区的地壳

垂直运动形变速率面[4]。 

地壳垂直运动十分复杂,到目前为止,我们无法得到这

个曲面的严格解析形式,但在数学上,任何一个连续曲面总

可以用一系列简单的数学曲面叠加,以任意精度逼近, 从而

得到满足实际需要的表达式。 

曲面拟合主要有多项式曲面拟合法、多面函数法、曲面

样条拟合法、移动曲面拟合法等。多面函数拟合法,1971年

由美国哈笛(Hardy)提出。1976年将此法应用于美国大地测

量、拟合重力异常、大地水准面差距、垂线偏差等,1978年

将此法用于地壳形变。它的基本思想是任何一个规则或不规

则的连续曲面均可以由若干简单面(或称单值数学面)来叠

加逼近。具体做法是在每个数据点上建立一个曲面,然后在

垂直方向上将各个旋转曲面按一定比例叠加成一张整体的

连续曲面,使之严格地通过各个数据点。 

1 多面函数 

1.1数学模型 

多面函数的模型为： 

           (1) 

式中为待定参数,为核函数： 

(2) 

式中δ为平滑因子,b为可选择的非零实数。(x,y)为核

函数的控制点, xj,yj 为核函数的中心点。若有n个数据点

作为控制点,并将其中k个数据点作为核函数的中心点,令Qij = Q(xi ,yi,xj ,yj),则式(1)变成为： 

                    (3) 

由此可列出误差方程式： 

  (5) 

在 小二乘的原则下,可求得待定系数： 
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式中 ξ= (ξ1 ξ2 ⋯ ξn)T,任意点m的内插值为： 

[ ][ ]T

m m1 m2 mk 1 2 k m 11

ξ Q Q Q a a a Q A
kk ××

= =  (7) 

1.2核函数 

多面函数拟合中核函数 Q(x,y,xj,yj) 的选取及核函数的平滑

因子δ的取值都会对拟合效果产生一定影响。核函数主要有

下面几种形式： 

1.2.1正双曲面函数 

(8) 

1.2.2倒双曲面函数  

(9) 

1.2.3三次曲面函数 

(10) 

核函数的性状对于拟合的好坏和内插预测的效果有直

接影响。判断核函数优劣的原则大致为：必须保证使得问

题有解；对于已测点上的运动速率有良好的拟合效果；拟

合值与实测值之间不应有系统性偏差；对于未测点的预测

值较为平稳,不至于在拟合点偏离数据点时,内插值有急剧

的变化。 
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平滑因子δ的选取将改变核函数的平滑程度,δ越大,

核函数越平缓,反之则越陡峭。因此在选定了核函数之后平

滑因子会影响拟合的效果,不同的核函数对平滑因子的敏感

程度也不相同,过去多位专家学者对此进行了研究,有认为

合适的选取式为 10D≤ δ2 ≤ 100D [1],其中D 为核函数间的平均

间距,也有认为 0.1D≤ δ2 ≤ 1.0D 比较合适[2],因此实际中需根

据拟合数据的平滑程度通过试算进行合适选取。 

2 应用分析 

厦门地区人口稠密,经济发达,又处于长乐-诏安断裂带,

因此研究地壳运动非常有必要。厦门区域监测水准网网形为

13条水准路线,分岛内(8条)和岛外(5条)两个部分,共构成

12个闭合环(如图1),对厦门地区的沉降变化有很好的监测

作用。中心从1972年开始,每年对厦门地震监测水准网进行

一等水准观测,累计了大量的高精度水准资料。由于各点分

布较为零散,而且各点的运动与空间和时间均有一定相关性,

因此需求出各重复观测点的垂直运动速率,利用多面函数拟

合出区域垂直运动速率面模型,从而加以分析。 

 
图1 厦门监测网水准路线图 

 

图2  重复观测点点位分布图 

下面以某一年数据为例来分析多面函数在实际中的应

用。图2为重复观测点的点位分布图(由于每年都有一些点遭

破坏,重复观测点是指没有破坏每年都有观测的点)。 

2.1核函数的选择 

应用不同核函数会有不同的拟合效果,一般来说倒双曲

函数的效果会好一些,下面通过实际算例加以说明。如图2

所示共有43个重复观测点 

 

 
图3 核函数为正双曲函数的拟合面和等值线图 

 

 

图4  核函数为倒双曲函数的拟合面和等值线图 



地矿测绘 
第 2 卷◆第 5 期◆版本 1.0◆2019 年 10 月 

文章类型：论文 刊号（ISSN）：2630-4732 

Copyright  c  This word is licensed under a Commons Attibution-Non Commercial 4.0 International License. 64 

Geological mining surveying and mapping 

 

 

图5  核函数为三次曲面函数的拟合面和等值线图 

取其中31个点作为控制点和中心点,另外12个作为拟合

检核之用,由于多面函数中心点和控制点一样,多面函数拟

合曲面严格经过每一个数据点,所以内符合精度显然为零,

外符合精度如表1所示。由图3,图4,图5和表1： 

表1 不同核函数拟合的外符合精度 

核函数 正双曲函数 倒双曲函数 三次曲面函数

外符合精度/mm 0.52 0.86 1.49
 

可知,尽管不同核函数拟合面的总体趋势大致相同,但

是倒双曲函数显得更加平缓,更符合实际变化情况,从拟合

精度上来看显然也是倒双曲函数更为好一些,因此一般情况

下核函数可以选择倒双曲函数。 

2.2垂直运动速率曲面图 

在利用动态平差求出各水准重复观测点的垂直运动速

率后,要分析整个区域的地面垂直运动情况,则必须要知道

整个区域的曲面,即可利用多面函数拟合出厦门区域的地面

垂直运动速率曲面。这里核函数采用倒双曲函数,经试算选

定合适的平滑因子。将上述的43个重复观测点全部作为控制

点进行求解参数,确定区域垂直运动速率曲面的多面函数模

型,从而得出厦门地面垂直运动速率面图。 

 

图6  厦门地区垂直运动速率面图 

 

图7  厦门地区垂直运动速率等值线图 

如图6、图7所示。分析上述两图易知,厦门区域各个地

方的沉降不均匀,沿海高于内陆,岛内沉降稍微活跃些。速率

面很直观形象地反映了厦门地区地面的沉降情况,结合多年

数据可以有效地得出区域垂直运动的趋势,因此多面函数拟

合可以作为监视厦门地区的地面垂直运动分析的一种有效

的数学方法。 

3 结束语 

通过上述分析可知,多面函数可以作为研究区域地面垂

直运动的一种有力的数学方法。但是在实际应用中应注意以

下问题： 

(1)选定合适的核函数,一般来说,倒双曲函数效果较

好。 

(2)需根据数据的平滑程度确定核函数的平滑因子,可

通过试算加以选定。 
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(3)拟合的控制点和中心点可以一样,但是可以通过优

化选择的方法选择适当的中心点,控制点 好分布在可以控

制整个区域的地形特征和变化显著的地方。 

(4)对于各重复观测点的垂直运动速率可用动态平差的

方法得出,这样可以得到比较可靠的数据源,拟合后的速率

面更能体现实际运动情况。 

(5)对于不同核函数对拟合结果的影响可以通过去加权

平均等方法,这有待于进一步讨论。 

(6)在计算过程中,对参与拟合的坐标可以考虑用直角

坐标系,这样在数值上更能体现出位置的变化程度,还可以

影响计算精度,具体影响可作进一步讨论。 

通过文章讨论,首次将厦门面水准的资料进行系统的处

理分析,并用多面函数来研究,并且讨论了合适厦门地区的

核函数,这些都是创新性的应用研究,意义主要有以下几个

方面： 

(1)速率面很直观形象地反映了厦门地区地面的沉降情

况,结合多年数据可以有效地得出区域垂直运动的趋势,因

此多面函数拟合可以作为监视厦门地区的地面垂直运动分

析的一种有效的数学方法,为以后的相关数据处理提供了新

的思路和方法参考。 

(2)地震发生前的能量积聚包含了应力增强积累的过程,

显然负相关的变化趋势应力积累较小,相反正相关的趋势变

化是应力积累增强的过程。从垂直运动速率面趋势变化特征

来看,区域趋势变化正相关与地震发生应该存在一定的关系,

以后需进一步加以验证。 

(3)厦门一等精密水准监测网基本能有效地反应了监测

区域的地面垂直形变,高精度水准复测成果一方面可以用于

实际的工程项目中,另一方面可以研究垂直形变与地震发生

的相互关系的研究提供了大量的实验数据, 主要还可以为

厦门地区的地震监测预报工作提供依据和参考。 
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